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Táto diplomová práca sa zaoberá 3D rekonštrukciou objektov pomocou metód analýzy obrazu.
Práca obsahuje matematický aparát spojený s týmto problémom, d’alej je uvedený postup pre
vytvorenie 2D ostrého obrazu a samotnej 3D rekonštrukcie. Výstupom je 2D ostrý obraz, 3D
model, stl model. V práci sú analyzované rôzne druhy dát.
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Abstract
This diploma thesis deals with 3D reconstruction of objects using image analysis methods. The
work includes mathematical theory associated with this problem, a procedure for creating 2D
sharp images and 3D reconstruction itself. The outputs are 2D sharp images, 3D models, stl
models. Different kinds of data are analyzed.
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1 Základné matematické princı́py . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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3.3.2 Kritéria založené na Fourierovej transformácii . . . . . . . . . . . . . . 37
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ZOZNAM OBRÁZKOV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
6 Prı́lohy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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Úvod
3D rekonštrukcia je neoddelitel’nou súčast’ou spracovania obrazu. Nájde uplatnenie v mnohých
oblastiach, naprı́klad v priemysle, medicı́ne, geológii, atd’. Táto diplomová práca sa zaoberá 3D
rekonštrukciou geologických snı́mkov, zosnı́maných pomocou konfokálneho mikroskopu.
V úvodnej kapitole spomenieme základné matematické princı́py o ktoré sa numerické spra-
covanie obrazu opiera. Popı́šeme vybrané priestory, proces premietania priestoru na rovinu a
nakoniec Fourierovu transformáciu. Základy Fourierovej transformácie položil francúzsky ma-
tematik Joseph Fourier už na začiatku 19. storočia. Tento matematický aparát je využı́vaný
najmä v spracovanı́ signálu. V roku 1965 dvaja matematici, James Cooley a John Tukey popı́sali
algoritmus rýchlej Fourierovej transformácie známej pod skratkou FFT. Táto metóda zefektı́vnila
výpočet diskrétnej Fourierovej transformácie a tým sa zapı́sala pod prudký rast významu di-
gitálneho spracovania signálu v posledných desat’ročiach. Ná záver prvej kapitoly uvedieme
Diracovu distribúciu a prı́klad, ktorý slúži na ilustráciu ohybu svetla na štrbine alebo kruhovom
otvore.
Ďalšia kapitola sa venuje popisu grafického priestoru a graficnej roviny. Nebude chýbat’
stručná zmienka o obraze ako takom a jeho farebných zložkách zvaných RGB (red-green-
blue). Nasledujúca kapitola o dvojrozmernej rekonštrukcii mikrofotografiı́ popisuje konvenčný
mikroskop, jeho matematický princı́p a naväzuje na pásma ostrosti, ktoré sa využı́vajú pri
zostavenı́ ostrého 2D obrazu. Ten je konštruovaný zo série čiastočne zaostrených snı́mkov s
rôznymi už spomı́nanými pásmami ostrosti. Pásma ostrosti sú detekované pomocou kritériı́
založených na štatistických charakteristikách a Fourierovej transformácii sprostredkovanej po-
mocou spomı́naného algoritmu FFT.
Následne bude popı́saná trojrozmerná rekonštrukcia založená na metóde konštantnej výšky,
jej spresňujúce metódy a spracovanie hĺbkovej mapy. Hĺbková mapa je výstupom čiastočne
zaostrených 2D snı́mkov a detekcie optických rezov.
Súčast’ou práce bude softvérové riešenie, ktoré bolo vytvorené v jazyku Python. Výstupom
bude ostrý 2D obraz a 3D model, ktorý slúži na vizualizáciu spracovávaného povrchu a nakoniec
stl model. Stl model môže byt’ použitý naprı́klad pre 3D tlač.
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1 Základné matematické princı́py
1.1 Vybrané základné priestory
Základ geometrie tvorı́ sústava axiómov nemeckého matematika Davida Hilberta. Axiómy
zavádzajú základné útvary ako bod, priamka a vzt’ah incidencia. Sú rozdelné do niekol’kých
skupı́n - incidencia, usporiadanie, zhodnost’, spojitost’, rovnobežnost’. V práci sú uvedené len
základné definı́cie, podrobnejšı́ text tejto kapitoly je dostupný z [1], [2].
Definı́cia 1.1. Incidenčným priestorom rozumieme usporiadanú štvoricu neprázdnych, po
dvoch disjunktných množı́n 〈B;P ;R; I〉, kde prvky množı́n B;P ;R nazývame po rade body,
priamky, roviny a množina I je zjednotenı́m troch binárnych reláciı́ I1; I2; I3, kde I1 ⊆ B×P je
incidencia bodov a priamok, I2 ⊆ B×R je incidencia bodov a rovı́n, I3 ⊆ P ×R je incidencia
priamok a rovı́n. Ďalej množina I spĺňa axiómy incidencie (1 - 9) dostupné z [3].
Ak postupne pridávame axiómy o usporiadanı́ (U), zhodnosti (Z), spojitosti (D) a rov-
nobežnosti (E), dostávame nasledujúce priestory:
• Usporiadaný incidenčný priestor 〈B;P ;R; I;U〉
• Absolútny priestor 〈B;P ;R; I;U ;S;D〉
• Afinný priestor 〈B;P ;R; I;U ;D; E〉
• Euklidovský priestor 〈B;P ;R; I;U ;S;D; E〉
Dôležitým pojmom počı́tačovej geometrie je pojem premietanie. Premietanie je zobrazenie
euklidovského priestoru do euklidovského priestoru, ktoré každú priamku zobrazı́ na priamku
alebo bod. Popis premietania sa značne zjednodušı́, ak nebudeme pracovat’ v euklidovskom
priestore, ale v priestore projektı́vnom.
Každú geometriu môžme modelovat’ dvomi spôsobmi:
• Model syntetický: nepracuje s čı́slami alebo súradnicami
• Model analytický: geometrické útvary a vzt’ahy modeluje algebraickými prostriedkami
1.2 Afinný priestor
Ako bolo uvedené vyššie, afinným priestorom rozumieme geometriu 〈B;P ;R; I;U ;D; E〉,
tj. množinu bodov, priamok, rovı́n, ktorá spĺňa axiómy incidencie, usporiadania, spojitosti a
rovnobežnosti. Analyticky môžme tento priestor modelovat’ ako množinu A bodov A,B,C, ..
nad vektorovým priestorom V, zobrazenı́m φ : A × A → V a zobrazenı́m ⊕ : A × V → A, pre
ktoré platı́:
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• ∀A ∈ A : A⊕ o = A,
• (∀A ∈ A)(∀v,w ∈ V : A⊕ (v + w)) = (A⊕ v)⊕ w.
Vektorový priestor V nazývame zameranie množiny A a značı́me V = Z(A). Dimenziou
množiny A rozumieme dimenziu jej zamerania a značı́me dimA
Takto definovaná množina spĺňa všetky axiómy I;U ;D; E . Ak je dimA = 2, resp. dimA = 3
jedná sa o model afinnej roviny resp. afinného priestoru z predchádzajúcej kapitoly. Ak je naviac
zameranie V = Z(A) priestoru A unitárne (je na ňom definovaný skalárny súčin), spĺňa množina
A tiež axióm zhodnosti a je teda priestorom euklidovským.
Záverom tejto kapitoly poznamenajme, že takto definovaný afinný priestor môže mat’ di-
menziu vyššiu ako 3 a nachádza uplatnenie nie len v geometrii, ale aj pri riešenı́ sústav lineárnych
algebraických a diferenciálych rovnı́c.
1.3 Projektı́vny priestor
Ak Euklidovskú rovinu rozšı́rime o tzv. projektı́vny axióm, dostaneme rozšı́rený Eukli-
dovský priestor - priestor projektı́vny.
Euklidovskú rovinu rozšı́rime o projektı́vny axióm nasledovne:
• P: Každé dve priamky, ktoré ležia v rovine majú spoločný bod.
Tento axióm odporuje axiómu rovnobežnosti. To však neznamená, že axióm o rovnobežnosti
budeme rušit’, len ho mierne upravı́me.
• Ep BodomA neležiacom na priamke p prechádza práve jedna priamka a, ktorá s priamkou
p nemá spoločný žiadny vlastný bod.
Priamku a o ktorej hovorı́ axióm Ep nazveme rovnobežkou k priamke p. Axióm nám teda
hovorı́, že rovnobežky nemajú spoločný žiadny vlastný bod. Pretože však podl’a prvého axiómu
nejaký spoločný bod mat’ musia, zavedieme pojem bod nevlastný. Presné definı́cie sú dostpné z
[2].
Definı́cia 1.2. Priestor, kde miesto axtiómu E platia axiómy P,Ep nazveme projektı́vny
priestor.
1.3.1 Syntetický model projektı́vnej roviny
Modelom bodov projektı́vnej roviny môže byt’ homocentrický zväzok priamok. Modelom
projektı́vnej priamky je potom množina projektı́vnych bodov, ktoré ležia v rovnakej euklidov-
skej rovine. Súvislost’ modelu projektı́vnej roviny s tradičným modelom roviny euklidovskej
ilustruje Obrázok 1.
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Obrázok 1: Syntetický model projektı́vnej roviny [2]
1.3.2 Analytický model projektı́vnej roviny
Analytickým modelom projektı́vneho priestoru dimenzie n je množina všetkých jednoroz-
merných podpriestorov zamerania Z(A) afinného priestoru A dimenzie (n+ 1). Bodom v pro-
jektı́vnej rovine (n = 2) je teda množina všetkých vektorov tvaru
P = {k(p1; p2; p3)|(p1; p2; p3) ∈ Z(A); k ∈ R} .
Analytický popis trojrozmerného projektı́vneho priestoru je analogický s dvojrozmerným
prı́padom. Projektı́vne body sú množiny usporiadaných štvorı́c:
P = {k(p1; p2; p3; p4)|(p1; p2; p3; p4) ∈ Z(A); k ∈ R} .
Vol’bou hodnoty k 6= 0 dostávame jednotlivé reprezentanty. Vlastný bod je tvaru:
A = {k(a∗1, a∗2, a∗3, ωA)} ;ωA 6= 0.










, 1) = (a1, a2, a3, 1).
Nevlastný bod je množina vektorov tvaru:
S = {(ks1; ks2; ks3; 0k)} = {(ks1; ks2; ks3; 0)} .
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Opät’ ho môžme reprezentovat’ vektorom:
S = s = (ks1; ks2; ks3; 0).
Množina všetkých vlastných bodov projektı́vnej roviny spĺňa axiómy euklidovskej geome-
trie. Vd’aka nevlastným bodom môžme projektı́vnu rovinu chápat’ ako euklidovskú rozšı́renú o
nevlastné body. Vlastné body projektı́vneho priestoru chápeme ako euklidovské, nevlastné ako
ich reprezentanty, teda vektory daného smeru.
1.4 Premietanie priestoru na rovinu
Definı́cia 1.3. Unažujme projektı́vnu rovinu π a bod S /∈ π. Ďalej nech E3 je projektı́vny
priestor. Zobrazenie P : E3 \ S −→ π , ktoré každému bodu X 6= S priradı́ bod X ′ ∈ S ∩ π,
sa nazýva premietanie z bodu S na rovinu π. Rovinu π nazveme priemetňa a priamku SX
nazveme premietacou priamkou bodu X . Bod S sa nazýva stred premietania.
Rozlišujeme premietanie:
• Stredové v prı́pade, že bod S je vlastný
• Rovnobežné v prı́pade, že bod S je nevlastný
Rovnobežné premietanie, ktorého premietacie priamky sú kolmé na priemetňu, nazývame
pravouhlé (kolmé). Naopak rovnobežné premietanie, ktorého premietacie priamky kolmé nie sú
nazveme kosouhlé.
Obrázok 2: Premietanie priestoru na rovinu [2]
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Pre analytické spracovanie je najjednoduchšie pravouhlé premietanie do niektorej zo súradnicových
rovı́n. Znamená to, že nulujeme prı́slušnú súradnicu. Napı́klad pre premietanie do roviny z = 0











1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0








Teda X′T = KxyXT . Kde Kxy je matica kolmého premietania na rovinu z = 0.
Ak by sme chceli aplikovat’ pravouhlé premietanie na všeobecnú rovinu, je potrebné po-
znat’ rovnicu tejto roviny alebo smer pohl’ahu pomocou horizonálneho a vertikálneho uhlu α, β.
Najskôr otočı́me kameru okolo osy z o uhol ω1 = −α − π2 , aby pohl’ad kamery bol kolmý na
osu x. Matica otáčania je potom daná vzt’ahom:
Rz;ω1 =

cosω1 − sinω1 0 0
sinω1 cosω1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Ďalej otočenie o uhol ω2 = β −−π2 okolo osy x:
Rx;ω2 =

1 0 0 0
0 cosω2 − sinω2 0
0 sinω2 cosω2 0
0 0 0 1

Následne môžme premietat’ kolmo na rovinu z = 0, pričom použijeme maticu Kx;y. Vrátenie
objektu do pôvodnej polohy dostaneme tak, že matice násobı́me v obrátenom poradı́. Rx;−ω2 ,Rz;−ω1 .
Matica premietania nadobudne nasledujúci tvar:
P = Rz;−ω1Rx;−ω1Kx;yRx;−ω1Rz;ω1 .
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Matica stredového premietania do roviny z = 0, pričom stred ležı́ na ose z, S = (s1; s2; s3; 1)
má tvar: 
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0




Premietanie na všeobecnú rovinu dostaneme analogicky ako v prı́pade rovnobežného pre-
mietania:
P = Rz;−ω1Rx;−ω1PS;x;yRx;−ω1Rz;ω1 .
1.5 Fourierova transformácia
Pre túto podkapitolu boli použité zdroje: [4], [5].
Definı́cia 1.4. Nech L (R2) je priestor funkciı́: R2 → C takých, že:∫∫
R2
|f (x, y) | dx dy,
existuje a je konečný.
Definı́cia 1.5. Fourierova transformácia funkciı́ v L (R2) :
Nech f(x, y) ∈ L (R2) . Fourierova transformácia funkcie f je funkcia F {f} (ξ, η) : R2 → C
definovaná ako





f(x, y)e−i(xξ+yη) dx dy.
Funkcia F sa tiež nazýva Fourierovo spektrum funkcie f.
Definı́cia 1.6. Inverzná fourierova transformácia funkciı́ v L (R2) :
Nech funkciaG(ξ, η) ∈ L (R2) . Invezná fourierová transformácia funckieG je funkciaF−1 {G} (x, y) :








G(ξ, η)ei(xξ+yη) dξ dη.
Veta 1.7. O inverznej fourierovej transformácii v L (R2) :
Ak f(ξ, η) ∈ L (R2) a je spojitá na R2, potom pre každé (ξ, η) platı́











Ďalej ak máme F (ξ, η) ∈ L (R2) , potom






F (ξ, η)ei(xξ+yη) dξ dη = f(x, y)
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Definı́cia 1.8. Amplitúdové a fázové spektrum:
Nech funkcia f(x, y) ∈ L (R2) má Fourierovské spektrum F (ξ, η). Amplitúdové spektrum
funkcie f je funkcia A(ξ, ψ) : R2 → R+0 definovaná nasledovne:
A(ξ, ψ) = |F {f(x, y)} | = F (ξ, ψ).
Fázové spektrum funkcie f je funkcia Φ(ξ, η) : R2 → 〈0, 2π) definovaná ako
ReF (ξ, η) = A(ξ, η)cosΦ(ξ, η),
ImF (ξ, η) = A(ξ, η)sinΦ(ξ, η).
Ak A(ξ, η) = 0 pre nejaké (ξ, η), definujeme Φ(ξ, η) = 0.
1.5.1 Diskrétna Fourierova transformácia
Fourierovú transformáciu budeme využı́vat’ k spracovaniu obrazu, ktorý je diskrétnej po-
vahy, preto sa nám bude hodit’ zaviest’ Diskrétnu Fourierovu transformáciu.
Definı́cia 1.9. Diskrétna Fourierova transformácia
Nech f(x, y) je funkcia {0, 1, ..., N − 1}×{0, 1, ..., N − 1} = {0, 1, ..., N − 1}2 → C, N ∈ N.
Diskrétna Fourierova transformácia funkcie f(x, y) je funkcia
D {f} (ξ, η) : {0, 1, ..., N − 1}2 → C definovaná









Funkcia F sa tiež nazýva Fourierové spektrum funkcie f.
Definı́cia 1.10. Inverzná Diskrétna Fourierova transformácia
Nech f(x, y) je funkcia {0, 1, ..., N − 1}2 → C, N ∈ N a nech F (ξ, η) je diskrétna Fou-
rierova transformácia. Inverzná diskrétna Fourierova transformácia funkcie F (ξ, η) je funkcia
D−1 {F} (x, y) : {0, 1, ..., N − 1}2 → C definovaná










Veta 1.11. O inverznej diskrétnej Fourierovej transformácii:
Nech f(x, y) je funkcia {0, 1, ..., N − 1}2 → C, N ∈ N a nech F (ξ, η) je diskrétna Fourierova
transformácia. Potom inverzná diskrétna Fourierova transformácia funkcie F (ξ, η) je funkcia
f(x, y):
D−1 {D {f(x, y)}} = f(x, y).
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Definı́cia 1.12. Amplitúdové a fázové spektrum:
Nech funkcia f(x, y) ∈ {0, 1, ..., N − 1}2 → C, N ∈ N má Fourierovské spektrum F (ξ, η).
Amplitúdové spektrum funkcie f je funkcia A(ξ, ψ) : {0, 1, ..., N − 1}2 → R definovaná nasle-
dovne:
A(ξ, ψ) = |D {f(x, y)} | = F (ξ, ψ).
Fázové spektrum funkcie f je funkcia Φ(ξ, η) : {0, 1, ..., N − 1}2 → 〈0, 2π) definovaná ako
ReF (ξ, η) = A(ξ, η)cosΦ(ξ, η),
ImF (ξ, η) = A(ξ, η)sinΦ(ξ, η).
Ak A(ξ, η) = 0 pre nejaké (ξ, η), potom Φ(ξ, η) = 0.
1.5.2 Diracova distribúcia
Podrobne dostupné z [6].
Definı́cia 1.13. Jednorozmerná δ-distribúcia δ(x) je limita l’ubovolnej postupnosti funkciı́
δn(x);n ∈ N pre ktorú platı́:
1. limn→∞
∫ +∞





Definı́cia 1.14. Dvojrozmerná δ-distribúcia δ(x, y) je limita l’ubovolnej postupnosti funkciı́










(x0, y0) ∈ R2 − {(0, 0)} .
Prı́klad 1.14: Demonštrujeme v 1D pre jednoduchost’. Je daná séria obdĺžnikových signálov
δ∗n(ε), s konštantnou jednotkovou intenzitou na intervale (−n, n);n ∈ N, inak nulovou. Inverz-






























x 6= 0⇒ sinnxπxx = 0⇒ 1
2π
∫ +n








 sinnxπx ;x 6= 0,1
2π
∫ +n




Pretože pre každé n ∈ N je
∫ +∞









(sinnx)/(πx) dx = lim
n→∞
1 = 1.




= (sinnx0)/(nx0) = 0
pre každé x0 6= 0. Je teda splnená aj podmienka 2. Séria na obrázku konverguje k δ-distribúcii.
Obrázok 3: Fourierova transformácia piateho člena série rozširujúcich obdĺžnikových signálov. [6]
Vo dvojrozmernom prı́pade je týmto spôsobom vel’mi dobre popı́saný ohyb svetla na štrbine
alebo kruhovom otvore.
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Grafické dáta sa obyčajne delia na bitmapové a vektorové. Vektorové dáta obsahujú in-
formácie o objektoch zložených z kriviek a jednoduchých telies, ktoré umožňujú ich geomet-
rickú konštrukciu. Vektorové dáta sa využı́vajú naprı́klad pri technických výkresoch. Pri bitma-
pových dátach je obraz chápaný ako matica, ktorej každý prvok znamená jeden bod obrazu. V
celom d’alšom texte sa uvažujú bitmapové dáta.
Bitmapové dáta ukladáme ako súradnice bodov, chápané v zmysle euklidovskej geometrie.
Zobrazovacia plocha bodov je fyzické zariadenie a miesto pojmu bod použı́vame pojem pixel.
Je dôležité si uvedomit’ rozdiel medzi fyzickým a logickým pixlom. V matematickom modelo-
vanı́ fyzickými pixlami chápeme množinu elementárnych plôšok. Logickými pixelmi chápeme
množinu izolovaných euklidovských bodov. Pri tvorbe tejto kapitoly boli použité zdroje: [7],
[12].
Definı́cia 2.15. Uvažujme intervaly I = 〈i1; i2〉, J = 〈j1; j2〉 . Ďalej nech Dx = {xi}mi=0 ,
m > 1 je ekvidistantné delenie intervalu I . Dy = {yj}nj=0 , n > 1 je ekvidistantné delenie na
intervale J . Obdĺžnik Fi,j = 〈xi;xi+1) × 〈yj; yj + 1) ; i = 0, 1, ...,m − 1, j = 0, 1, ..., n − 1
nazývame fyzický pixel. Čı́slo px = xi+1 − xi, (py = yj+1 − yj) nazývame horizontálny
(vertikálny) rozmer fyzického pixlu Fi,j. Obdĺžnik I × J s deleniami Dx, Dy nazývame gra-
fickým priestorom (v našom prı́pade grafickou rovinou) a označı́me G2. G2. Je teda rovné
〈I × J,Dx, Dy〉, pričom usporiadaná dvojica (m,n) sa nazýva rozlı́šenie grafickej roviny.
Veta 2.16. Horizontálne (vertikálne) rozmery všetkých fyzických pixelov Fi,j grafickej ro-
viny G2 sú si rovné.
Veta 2.17. Množina
F2 = {Fi,j = 〈xi;xi+1)× 〈yj; yj+1) |i ∈ {0, ...,m− 1} ; j ∈ {0, ..., n− 1}} ,
všetkých fyzických pixelov grafickej roviny G2 je rozkladom grafickej roviny G2.
Veta 2.18. Nech G2 je grafická rovina, d’alej majme F2 v zmysle predchádzajúcej vety.
Relácia ρ definovaná na G2 vzt’ahom ρ (A,B) ⇔ (∃Fij ∈ F2) bA ∈ Fij ∧B ∈ Fijc je ekviva-
lencia na G2.
Definı́cia 2.19. Nech G2 je grafická rovina. Faktorovou množinou F2 = G2/ρ, kde ρ je
ekvivalencia z predchádzajúcej vety, nazývame fyzickou rovinou rovinyG2. Rozlı́šenı́m fyzickej
roviny F2 rozumieme rozlı́šenie prı́slušnej grafickej roviny G2.
Definı́cia 2.20. NechG2 je grafická rovina a F2 je jej fyzická rovina. Ďalej px, py sú rozmery
fyzických pixelov. Ďalej majme pre c < px,
cI = {rk ∈ R|∀k ∈ {0, 1...,m− 1} : rk ∈ 〈xk;xk+1) ∧ rk − xk = c}
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resp. pre d < py je
dJ = {sk ∈ R|∀k ∈ {0, 1..., n− 1} : sk ∈ 〈yk; yk+1) ∧ sk − yk = d} ,
a P = [c, d]. Potom množinu PL2 = cI× dJ nazývame logickou rovinou, jej prvky PLij logické
pixely.
Veta 2.21. Zobrazenie Pϕ : F2 → PL2 je bijektı́vne. V d’alšom budeme toto zobrazenie
nazývat’ mapovanı́m fyzickej roviny.
Mapovanie teda zobrazuje fyzickú rovinu na rovinu logickú. Je zrejmé, že k danej fyzickej
rovine existuje nekonečne mnoho logických rovı́n. Každá fyzická rovina môže byt’ mapovaná
nekonečne vel’a spôsobmi. Ďalej je dôležité poznamenat’, že k danému zobrazeniu existuje vždy
zobrazenie inverzné (v dôsledku bijekce). Ďalej si uvedieme dve najdôležitejšie mapovania.
Definı́cia 2.22. Mapovanie
V ϕ : F2 → V L2,
kde V = [x0, y0] nazývame mapovanı́m vrcholovým.











Poznámka. V d’alšom budeme logickú rovinu značit’ L2 a mapovanie ϕ.
Definı́cia 2.23. Nech F2 je fyzická rovina a Fi,j je jej fyzický pixel. Usporiadanú dvojicu
[i, j] nazývame súradnice fyzického pixelu.
Obrázok 5 : Mapovanie fyzického priestoru [7]
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2.2 Grafický priestor
Definı́cia 2.24. Sú dané intervaly I = 〈i1, i2) ; J = 〈j1, j2) ;K = 〈k1, k2). Ďalej nech
Dx = {xi}mk=0 ; s > 1 je ekvidistantné delenie intervalu I , Dy = {yi}
n
i=0 ;n > 1 je ekvi-
distantné delenie intervalu J , Dz = {zk}sk=0 ; s > 1 je ekvidistantné delenie intervalu K.
Kváder:
Fi,j,k = 〈xi;xi+1)× 〈yj; yj+1)× 〈zk; zk+1) ,
i = 0, 1, ...,m− 1, j = 0, 1, ..., n− 1, k = 0, 1, ..., s− 1 nazývame fyzickým voxelom. Čı́sla
vx = xi+1 − xi, vy = yj+1 − yj, vz = vk+1 − vz,
nazývame rozmery fyzického voxelu Fi,j,k. Kváder I × J × K spolu s delenı́m Dx, Dy, Dz
nazývame grafickým priestorom ,podrobne značı́me G3 = (I × J ×K,Dx, Dy, Dz) .
Veta 2.25. Odpovedajúce si rozmery všetkých fyzických voxelov Fi,j,k rovnakého gra-
fického priestoru G3 sú si rovné.
Veta 2.26. Množina
F3 = Fi,j,k = 〈xi;xi+1)× 〈yj; yj+1)× 〈zk; zk+1) , i = 0, 1, ...,m− 1,
j = 0, 1, ..., n − 1, k = 0, 1, ..., s − 1 všetkých fyzických voxelov grafického prietoru G3 je
rozkladom grafického priestoru G3.
2.3 Obraz
Každý pixel je v bitmapovom súbore reprezentovaný určitým počtom bitov. Tým je určený
počet farieb, ktoré môže pixel nadobúdat’. Uvažujme n ako počet bitov na pixel. Je možné teda
zobrazit’ 2n farieb.
L’udské oko je obmedzené vo svojej činnosti vel’kost’ou vnı́mania objektov. Vel’kost’ fy-
zického pixelu na obrazovke je závislá na vel’kosti monitoru a rozlı́šenı́. Dôležitú úlohu pri
vnı́manı́ farieb hrá spôsob, akým je farba vytvorená. Vo farebných modeloch sú farby realizo-
vané miešanı́m základných farieb.
Rozlišujeme dve základné skupiny farebných systémov.
• Aditivný systém - čierny podklad je nepopı́saný a farby vznikajú pridávanı́m základných
farieb
• Subtraktı́vny systém - podklad je biely a farby vznikajú odčı́tanám od bielej
Ďalej bude popı́saný najrozšı́renejšı́ farebný systém a to systém Red - Green - Blue.
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2.3.1 RGB
RGB patrı́ medzi aditı́vny trojfarebný systém. Každý pixel je reprezentovaný trojicou farieb
- červenou, zelenou, modrou. Pre 24-bitovú reprezentáciu znamená (0, 0, 0) čiernu a naopak
(255, 255, 255) bielu farbu.
Definı́cia 2.27. Nech F2 je fyzická rovina, Cr = {c ∈ N; 0 ≤ c ≤ r; r > 1} . Zobrazenie
O : F2 → Cr nazývame obrazovou maticou alebo stručne obrazom. Ak je na F2 definovaná
svetová súradnicová sústava hovorı́me o mapovanom obraze. Množinu Cr nazývame r-farebnou
množinou. Ak je O : F2 → c, čı́slo c nazývame hodnotou alebo farbou pixelu Fij. Rozlı́šenı́m
obrazu rozumieme rozlı́šenie prı́slušnej fyzickej roviny.
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3 Dvojrozmerná rekonštrukcia mikrofotografiı́
Optické prostredie môžeme chápat’ ako projektı́vny priestor. To znamená, že v každom bode
sú definované hodnoty nejakých fyzikálnych veličı́n (v optike index lomu). Pri optickom zob-
razovanı́ sa snažı́me dosiahnut’ toho, aby zobrazenie bolo projektı́vne. Táto kapitola sa opiera o
zdroje: [7], [8], [9], [10], [11], [12]
3.1 Konvenčný mikroskop
Konvenčný mikroskop je centrovaná sústava dvoch spojných čočiek. Čočka privrátená k
predmetu teda objektı́v a čočka privrátená k oku - okulár. Objektı́v ma vel’mi malú ohnis-
kovú vzdialenost’ (niekol’ko mm), okulár rádovo desat’krát väčšiu (niekol’ko cm). V reálnych op-
tických zariadeniach môžu byt’ objektı́v aj okulár zložité optické sústavy. Vzdialenost’ medzi ob-
razovou ohniskovou rovinou objektı́vu ϕ1 a predmetovú ohniskovú rovinu okuláru ϕ2 nazývame
optický interval, značı́me ∆. Zobrazovacı́ predmet môžme pozorovat’ prostým okom alebo za-
znamenávat’ na snı́macom zariadenı́.
3.1.1 Konvenčný mikroskop a geometrická optika
Na Obrázku 7 si môžme všimnút’ chod paprskov mikroskopom so snı́macı́m zariadenı́m
podl’a zákona geometrickej optiky. Objektı́v, okulár aj snı́macie zariadenie sú schématizované
ako tenké čočky. Očná čočka zdravého oka v tomto prı́pade lomı́ rovnobežný zväzok paprs-
kov tak, že paprsky pretnú presne na sietnici. L’udské oko môžme v tomto prı́pade nahra-
dit’ snı́macı́m zariadenı́m naprı́klad fotoaparátom. Ak mikroskop nie je určený k pozorova-
niu prostým okom (Obrázok 6), je možné celé zariadenie zjednodušit’. Snı́macie zariadenie
môže nahradit’ celý okulár a snı́mat’ objekt priamo z predmetovej ohniskovej roviny ϕ2. Takto
zjednodušené schéma odpovedá akémukol’vek snı́maciemu zariadeniu použı́vajúcemu viditel’né
svetlo. V tomto prı́pade nie je principiálny rozdiel medzi konvenčným mikroskopom a CCD ka-
merou.
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Obrázok 6: Mikroskop, ktorý nie je určený k pozorovaniu prostým okom [7]
Obrázok 7: Mikroskop určený k pozorovaniu prostým okom [7]
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Geometrická optika použı́va termı́ny predmetový a obrazový priestor (P3 resp. P ′3). V pries-
tore P3 sa zavádza pravouhlá súradnicová sústava 〈O, x, y, z.〉 (obdobne v P ′3). Osy x, x′ sa
nazývajú hlavné osy. Ak hlavné osy ležia v rovnakej priamke, zobrazenie sa nazýva centrované.
V d’alšom sa budeme zaoberat’ len zobrazenı́m centrovaným.
Definı́cia 3.28. Projektı́vne zobrazenie G : P3 → P ′3 predmetového priestoru P3 do obra-
zového priestoru P ′3 nazveme geometrickou projekciou práve vtedy, ked’ sú splnené nasledujúce
podmienky:
• Existujú body H ∈ x;H ′ ∈ x′ také, že G (H) = H ′ a pre každú priamku p, H ∈ p je
p||G (p) Body H;H ′ sú hlavné body optickej sústavy (predmetový resp. obrazový hlavný
bod). Roviny χ, χ′ preložené predmetovým resp. obrazovým hlavným bodom kolmo k
hlavnej osi sú predmetová resp. obrazová hlavná rovina.
Obrázok 8: Hlavné body a hlavné roviny [7]
• Špeciálne pre bod F ∈ ϕ ∩ x je G (F ) ∈ P3 je nevlastným bodom obrazovej optic-
kej osi x. Rovina ϕ je predmetová ohnisková rovina, bod F predmetové ohnisko. Dĺžku
|FH| = f nazývame predmetová ohnisková vzdialenost’.
Obrázok 9: Obrazové ohnisko [7]
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• Existuje rovina ϕ′ : ϕ′ ⊂ P ′3 ∧ϕ′ ∩ x′ taká, že G−1 (ϕ′) ∈ P3 je nevlastná rovina predme-
tového priestoru.
Obrázok 10: Predmetová ohnisková rovina [7]
• Špeciálne pre bod F ′ ∈ ϕ′⊥x′ je G−1 (F ′) ∈ P3 nevlastným bodom predmetovej optic-
kej osi x. Rovina ϕ′ je obrazová ohnisková rovina, bod F ′ predmetové ohnisko. Dĺžku
|F ′H ′| = f ′ nazývame obrazovou ohniskovou vzdialenost’ou.
Obrázok 11: Predmetové ohnisko [7]
• Existuje rovina ϕ : ϕ ⊂ P3 ∧ ϕ⊥x taká, že G (ϕ) ∈ P ′3 je nevlastná rovina obrazového
priestoru.
Obrázok 12: Obrazová ohnisková rovina [7]
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3.1.2 Matematický popis reálneho konvenčného mikroskopu
Geometrická optika predpokladá, že bod bude zobrazený ostro práve vtedy, ked’ bude ležat’
v hlavnej rovine ostrosti. To by znamenalo, že ostro bude zobrazená len vrstevnica objektu, čo
neodpovedá realite. Uplatnenie zákona geometrickej optiky v reálnych podmienkach kompli-
kujú nasledujúce skutočnosti:
• Obmedzená šı́rka paprskov. : Ak je O 〈O, x, y, z〉 súradnicová sústava predmetového
priestoru a u = [u1, u2, u3] smerový vektor optického paprsku, potom geometrické zob-
razenie bodu P sa uskutočňuje zväzkom paprskov
S = {p ⊂ P3;P ∈ p;u1, u2 < 0}. Ak označı́me A ako množinu vel’konstı́ všetkých uh-
lov, ktoré navzájom zvierajú paprsky tohto zväzku, potom supA = π. Reálny mikroskop
má vždy supA < π. Tento uhol spolu s indexom lomu prostredia pred objektı́vom určuje
tzv. účinnú svetelnost’ (numerickú apertúru):
A = n ∗ sinα;α = supA
Ďalej budeme teda pı́smenom S značit’ sväzok paprskov, ktoré prechádzajú reálnym op-
tickým mikroskopom.
• Vlnová podstata svetla: Má za následok jeho ohyb na prekážkach, ktorý sa prejavuje
predovšetkým na prekážkach, kde je vel’kost’ prekážky zrovnatel’na s vlnovou dĺžkou
použitého svetla. Tento jav vel’mi dobre popisuje spätná Fourierova transformácia, ako
bolo demonštrované v prı́klade 1.14 a na obrázku 3 a 4. Vplyv obmedzenej šı́rky pa-
prskov a vlnovej podstaty svetla možno v matematických modeloch zohl’adnit’ pojmom
vlnová stopa bodu:
Definı́cia 3.29. Nech MV ⊂ ω × ϕ2 je relácia taká, že:
[P ;Q] ∈MV ⇔ Q ∈ SPV =
{
X ∈ ϕ2
∣∣∣∣|XP ′| ≤ λ04A ∧ P ′ = G (P )
∣∣∣∣} .
Reláciu MV nazývame vlnovým mikroskopovanı́m. Množinu SPV nazývame vlnovou sto-






nazývame jej priemerom. λ0 - vlnová dĺžka svetla, A -
numerická apertura mikroskopu.
• Nekomplanárnost’ porozovaného objektu: Spôsobuje, že pri l’ubovolnom zaostrenı́ niek-
toré jeho body ležia mimo rovinu ostrosti ω. Pre každý taký bod P to znamená, že stred
zväzku SP , ktorý ho zobrazuje, ležı́ mimo predmetovej ohniskovej roviny φ2. Prienik
φ2∩SP predmetovej ohniskovej roviny φ2 a zväzku paprskov SP , je tak množina SPE, tzv.
euklidovská stopa bodu P .
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Definı́cia 3.30. Nech P3 je predmetový priestor optickej sústavy a G : P3 → P ′3 ge-
ometrická projekcia. Ďalej nech P ∈ P3; G : P → P ′; S je homocentrický zväzok
prechádzajúci bodom P a G : S→ S′. Reláciu




|∃p ∈ S′ : P ′ ∈ p ∩ ϕ
}
,
nazývame euklidovskou projekciou. Ďalej množinu
SPE = {P ′ ∈ ϕ| [P ;P ′] ∈ME} ,








• Rozlišovacia schopnost’ snı́macieho zariadenia: Uvažujme bod ležiaci v rovine ost-
rosti a predpokladajme priamočiare šı́renie svetla. Ak je obraz mikroskopovaného objektu
zaznamenaný digitálnym zariadenı́m, potom sa ani za týchto predpokladov nezobrazı́
ako bod, ale ako fyzický pixel snı́macieho zariadenia. Ten má svoje nenulové rozmery,
ktorých konkrétna hodnota Fi,j o rozmeroch px = w−1; py = h−1 zavisı́ na vel’kosti a
rozlı́šenı́ (w, h) konkrétneho snı́macieho zariadenia.
3.1.3 Rozlišovacia schopnost’ mikroskopu
Ak pozorujeme mikroskopom drobnú prekážku, dochádza k ohybu svetla a zmene sve-
telného paprsku o uhol α. Ďalej označme 2u maximálny uhol paprskov, ktoré prejdú mikro-
skopom. Ak by sme mali α1 < u, pozorovali by sme len maximum nultého radu, vytvoreného
paprskami prechádzajúcimi predmetovým nevlastným bodom. Prı́tomnost’ mriežky teda pozo-
rujeme vd’aka paprskom pre ktoré platı́ α1 ≥ u. Na obrázku č. 13 si môžeme všimnút’ obraz
siete bodov modelovaných neprekrývajúcimi sa kruhmi so stredmi vzdialenými vzájomne o
polovicu vlnovej dĺžky použitého svetla.
Podl’a Abbeho teórie mikroskopu dostávame výraz A = n sinu, ktorým vypočı́tame nume-
rickú aperturu objektı́vu. d je rozlišovacia schopnost’ a n index lomu. Odvodený výsledok platı́
pre kolmé osvetlenie preparátu a pre pozorovanie lineárnej mriežky.
Rozlišovaciu schopnost’ konkrétneho mikroskopu môžme určit’ experimantálne. Daným mik-
roskopom pozorujeme lineárnu mriežku s postupne zväčšujúcim sa počtom čiar na jednotku a
meriame kontrast obrazu. Ten postupne klesá. Za rozlišovaciu schopnost’ mikroskopu potom
prehlásime rozlı́šenie mriežky, u ktorej kontrast poklesol na predom stanovenú hodnotu.
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Obrázok 13: Mriežka [7]
3.2 Pásmo ostrosti a multifokálny obraz
U nekomplanárneho objektu je ostro zobrazená iba vrstevnica v ktorej preparát pretı́na
rovinu ostrosti. V takom prı́pade by však bol každý nekomplanárny preparát prakticky celý
rozostrený. Tento záver nie je v zhode s reálnymi výstupmi, kde sú zaostrené časti obrazu dobre
patrné. Záver o zaostrenej vrstevnici vychádza z predpokladu, že rovina ostrosti ω aj ohnisková
rovina ϕ sú euklidovské roviny, ktorý však neplatı́.
Ak sa zobrazovacı́ bod nachádza mimo rovinu ostrosti, zobrazı́ sa na geometrickú stopu,
ktorej priemer závisı́ na vzdialenosti bodu od roviny ostrosti. So zvyšujúcou sa vzdialenost’ou sa
priemer zväčšuje. Nejedná sa však o priamu úmernost’. Ak by bolo možné v rovine zobrazovat’
euklidovské body, znamenal by každý nenulový priemer euklidovskej stopy rozostredný obraz.









≤ p môžme obraz považovat’ za ostrý.
Definı́cia 3.31. Pásmo ostrosti: Nech P ∈ P3 je bod predmetového priestoru,












< p; p = min {px; py}
}
,
nazveme otvoreným pásmom ostrosti snı́macieho zariadenia. Množinu OP3 = P3−OP3 nazývame
uzavretou množinou neostrosti. Analogicky môžme pásmo ostrosti definovat’ pomocou vlnovej
stopy bodu, viz. Definı́cia 3.30
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Poznámka. V praxi však nie je možné sledovat’ zaostrenie takýmto spôsobom. Žiadny prak-
tický model bodu nie je tak malý, aby sa zobrazil do jediného pixelu. Preto sa v praxi dá vyjst’
z rozlišovacej schopnosti l’udského oka, ktorá je asi jedna uhlová minúta. Pri pozorovanı́ z
bežnej vzdialenosti (asi 30cm) l’udské oko nie je schopné rozlı́šit’ 2 body, ktorých vzdialenost’
je menšia než približne 1/6 mm. Ak zostrojı́me okolo pozorovaného bodu kružnicu s prieme-
rom 1 minúta, vnı́ma oko všetky body vo vnútri tejto kružnice ako jeden bod. Priemer d(SPE )
euklidovskej stopy možno teda v praxi nahradit’ priemerom tejto kružnice - Circle Of Fusion
(COF).
Definı́cia 3.32. Nech P = [p1, p2, p3] ;Q = [q1; q2; q3] sú body otvoreného pásma ostrosti
OP3. Čı́slo v (OP3) = sup {|p1 − q1|;P = [p1; p2; p3] ;Q = [q1; q2; q3] ;P,Q ∈ OP3} nazývame
hĺbka ostrosti (Depth of Focus).
Časti objektu, ktoré sa nachádzajú v pásme ostrosti budú zobrazené ostro. Časti, ktoré sa
nenachádzajú v pásme budú neostré. Množinu všetkých bodov, ktoré sa nachádzajú v pásme
ostrosti nazývame optický rez.
Definı́cia 3.33. Nech P je pozorovaný objekt, OP 3 pásmo ostrosti mikroskopu, množinu
R = P ∩ OP 3 nazveme optickým rezom objektu. Množinu SRE =
{
SPE ⊂ ϕ2|P ∈ R
}
nazveme
euklidovská stopa optického rezu.
Definı́cia 3.34. Nech F2 je je fyzická rovina ohniskovej roviny ϕ2, Fϕij jej fyzické pixely,
ME euklidovská projekcia. Zobrazenie
MD : P3 → F2 : MD (P ) = Fij ⇐⇒ ([P ;P ′] ∈ME ∧ P ′ ∈ Fij) ,
nazveme digitalizovanou projekciou.
Označme P ∗3 množinu vzorov fyzického pixelu F
ϕ
ij v digitalizovanej projekcii Md. Je zrejmé,
že digitalizovaná projekcia nesie na fyzický pixel informáciu o farbe podmnožiny P ∗3 predme-
tového priestoru P3. Táto farba vzniká superpozı́ciou všetkých vlnových dĺžok elektromagne-
tického žiarenia, ktoré prichádzajú z P ∗3 na F
ϕ
ij . Týchto farebných zložiek je nekonečne mnoho.
Snı́macie zariadenie je schopné rozlı́šit’ iba konečný počet farieb. Výsledkom digitalizovanej
projekcie na výstupnom zariadenı́ je zobrazenie O−1 : Cr → F2. To znamená, že zobrazenie na
fyzický pixel prináša farbu Cr. Pritom O : F2 → Cr je obraz snı́maný snı́macı́m zariadenı́m.
Výsledkom digitalizovanej projekcie budeme teda rozumiet’: O : F2 → Cr.
Výsledok teda závisı́ na pozorovanı́ preparátu, ale aj na zaostrenı́ optickej sústavy, pretože
rovnaký objekt môžme pozorovat’ pri rôznom zaostrenı́. V praxi to znamená, že menı́me na-
stavenie optického intervalu a ohniskové roviny. Ak je vo všeobecnosti týchto nastavenı́ n,




; k = 1, ..., n. Označme P
pozorovaný objekt a OP 3 uzavreté pásmo ostrosti digitalizovanej projekcie MD. Jedinou pro-
jekciou je možné dostat’ ostrý obraz zrejme len vtedy ak P ⊂ OP 3. Ak je výška pásma digita-
lizovanej projekcie menšia, než výška objektu, potom túto podmienku nemožno splnit’ a čast’
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preparátu sa vždy nachádza v pásmu neostrosti. K tomu, aby aj v takom prı́pade bolo možné
zostrojit’ ostrý obraz je treba vytvorit’ multifokálny obraz.





; k = 1, ..., n je postupnost’ digitalizovaných projekciı́ rov-









; k = 1, ..., n ich výsledkov nazývame multi-




; k = 1, ..., n nazývame multifokálnou
digitálnou projekciou.
Poznámka. Otvorené pásma ostrosti multifokálneho obrazu nemusia byt’ po dvoch disjunktné
z praktického hl’adiska to ani nie je možné. Neprázdny prienik je však značnou komplikáciou a
preto by sme sa mali k tomuto stavu snažit’ aspoň priblı́žit’.
3.3 Kritéria zaostrenia
2-D spracovanie n-fokálneho obrazu bude zrejme spočı́vat’ v zloženı́ nového obrazu tak, aby
sa skladal z ostrých častı́ - optických rezov jednotlivých digitalizovaných projekciı́. V d’alšej
časti sa teda budeme venovat’ určeniu vhodného kritéria, ktoré by fyzické pixely roztriedilo do
prı́slušných optických rezov.
Veta 3.36. Nech Kij = (Fij; r) je kruh vo fyzickej rovine F2 vystupného zariadenia v
l’ubovolnej metrike, (k)Pij : Kij → Cn podobraz obrazu (k)O z n-fokálneho obrazu.{
(k)O
}
; k = 1, ..., n, Sij = 2Kij je množina všetkých podmnožı́n kruhu Kij . Ďalej nech
(k)Cr,s je hodnota fyzického pixelu Fr,s obrazu (k)O, (k)C =
∑
Kr,s
(k)Cr,s súčet týchto hodnôt
cez kruh Kij v obraze (k)O.
Definujme zobrazenie (k)P : Sij → R nasledujúcim spôsobom:










; k = 1, ..., n, sú pravdepodobnostné priestory, zobrazenie (k)X :
Kij → R : (k)X ({Frs}) =
(k)Cr,s
C
sú diskrétne integrovatel’né náhodné veličiny.
3.3.1 Štatistické charakteristiky
Definı́cia 3.37.
Zobrazenie (k)X : Kij → R z predchádzajúcej vety nazývame zaostrenie fyzického pixelu
Fij na obraze (k)O.
















































Označnı́m Kij rozumieme kruh vo fyzickej rovine F2, teda Kij = (Fij; r) výstupného zari-
adenia v l’ubovolnej metrike. Podobraz obrazu (k)O z n-fokálneho obrazu je množina všetkých
podmnožı́n kruhu Kij.





je súčet týchto hodnôt cez kruh Kij v obraze (k)O.
V programovej realizácii budeme použı́vat’ na spracovanie pixelov štvrcovú metriku. ε-
okolie fyzického pixelu Fij v tejto metrike je množina
ε(Fij) = Frs||i− r| < ε ∧ |j − s| < ε.
3.3.2 Kritéria založené na Fourierovej transformácii
Doteraz sme pracovali so štatistickými charakteristikami. Ku konštrukcii posledného kritéria
využijeme dvojrozmernú diskrétnu Fourrierovu transformáciu. Vzhl’adom ku skutočnosti, že
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budeme pracovat’ s fyzickými pixelmi, ktorých hodnoty sú reálne a za okolie považujeme ich
štvorcové okolie, nahradı́me dvojrozmernú postupnost’ komplexných čı́sel, dvojrozmernou po-
stupnost’ou prirodzených čı́sel.








diskrétna Fourierova transformácia, kde
(k)Xm,n =
(k)Um,n + i
(k)Vm,n;m,n = 0, 1, ..., 2ε.
Potom výrazy ∣∣∣(k)Xm,n∣∣∣ = √(k)Um,n + (k)Vm,n,
predstavujú hodnoty amplitúd priestorových frekvenciı́ prı́tomných v okolı́ Ki,j fyzického pi-
xelu Fij na jednotlivých obrazoch (k)O. Vyššie hodnoty indexov m,n znamenajú vyššie pries-
torové frekvencie, ktoré indukujú vyššı́ kontrast drobných detailov na skúmanom okolı́ a tým aj
lepšie zaostrenie. Ako kritérium zaostrenia môže slúžit’ výraz obsahujúci frekvencie
∣∣∣(k)Xm,n∣∣∣ ,













(k)Um,n + (k)Vm,n, (3.4)
kde H ≤ ε.
Predchádzajúce kritérium je založené na štandardnej Fourierovej transformácii. Nevýhodou
tohto kritéria je, že prirad’uje váhy všetkým frekvenciám a to aj tým, ktoré obsahujú nı́zke frek-
vencie a tým neostrost’. Na druhej strane kritérium prirad’uje vyššie váhy vyššı́m frekvenciám,
ktoré môžu byt’ spôsobené šumom. Kritérium reže hraničné frekvencie prı́liš prudko. Nasle-

















Definı́cia 3.38. Zaostrený preudoobraz nazveme rozptylovým (variačným, frekvenčným,
frekvenčno-sinusovým) zaostreným pseudoobrazom práve vtedy ked’ pre každé Fij ∈ F2 platı́
(k)O(Fij) = max
{















S((k)Fij); k = 1, ..., n
}
.
V niektorých zdrojoch sa tiež uvádza, že miesto štandartnej Fourierovej transformácie sprostred-
kovanej pomocou FFT algoritmu môže byt’ použitá kosinová Fourierová transformácia - DFT
algoritmus. Výrazy pre výpočet sú formálne identické, kde
∣∣∣(k)Xm,n∣∣∣ predstavuje amplitúdu
spektra pre kosinovú Fourierovú transformáciu.
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4 Trojrozmerná rekonštrukcia
Zaostrený pseudoobraz umožňuje priestorovú konštrukciu pozorovaného objektu. Existuje
mnoho metód pre 3D rekonštrukciu, naprı́klad metóda konštantnej výšky, metóda priameho
určenia výšky,atd’. Kapitola sa opiera o zdroje: [7],[11].
4.1 Metóda konštantnej výšky
Z fyzikálnej podstaty vzniku multifokálneho obrazu je zrejmé, že ak
(k)Fij = k,
potom fyzický pixel Fij nesie informáciu o bode P preparátu P , pre ktorý platı́
P ∈ (k)P.
Zaostrený obraz je funkcia ktorej definičný obor je fyzická rovina F2 a obor hodnôt je
množina Cr. Ak sú otverené pásma (k)P po dvoch disjunktné, určuje zaostrovacı́ obraz funkciu
dvoch premenných, ktorej graf probližne odpovedá pozorovanému preparátu.
Ak označı́me v celkovú výšku preparátu, potom výška pásma ostrosti n fokálneho obrazu
je v
n
. Rekonštruovaný objekt potom môžme popı́sat’ zobrazenı́m: β : F2 → N takým, že




Určujúca výška ostrých pixelov v zaostrovacı́ch kritériách by mohla spôsobovat’ nepres-
nosti, ktorých výsledkom by bol reliéf schodiska. Hoci existujú rôzne filtre schopné vyhladzo-
vat’ schodisko, takéto operácie môžu narušit’ prirodzený vzhl’ad povrchových reliéfov.
4.2 Spresňujúce metódy
Reliéf schodiska je z praktického hl’adiska nevýhodný k vytváraniu 3D modelov. Nasle-
dujúce metódy by mali zjemnit’ prechody medzi jednotlivými optickými rezmi a tak zaistit’, čo
najmenšie odchylky od ideálneho stavu.
4.2.1 Gaussovská aproximácia
Gaussovská aproximácia je založená na dvoch najbližšı́ch susedoch okolo maxima. Trojbo-
dová aproximácia zahrňujúca maximum Tmax = T (k0) a susedné hodnoty vpravo T(max−1) =
T (k0 − 1) a vl’avo T(max+1) = T (k0 + 1). Pozı́cia maxima Kopt Gausovskej krivky je potom
určená nasledujúcim spôsobom:























m−1 = lnTmax − lnTmax−1,
∆
(G)
m−1 = lnTmax − lnTmax+1.
Nasledujúce relácie odvodı́me zo vzt’ahu (4.12):




opt = k0. (4.7)




opt < k0. (4.8)




opt > k0. (4.9)
Na základe reláciı́ (4.14), (4.15) vypočı́taná pozı́cia Gaussovského maxima KGaussopt bude po-
sunutá na stranu, kde jeden z najbližšı́ch susedných hodnôt T(max−1), T(max+1) bude bližšie k
originálnemu nameranému maximu Tmax.
4.2.2 Preloženie parabolou
Preloženia parabolou sa realizuje pomocou metódy najmenšı́ch štvorcov zahŕňajúcej body
okolo maxima. Odvodený je trojbodový parabolický prı́stup.





















m−1 = Tmax − Tmax−1,
∆
(P )
m−1 = Tmax − Tmax+1.
Podobne zo vzt’ahu (4.16) možno odvodit’ nasledujúce:




opt = k0. (4.11)




opt < k0. (4.12)




opt > k0. (4.13)
Relácie (4.17 − 4.19) vyjadrujú rovnaké vlastnosti ako relácie (4.13) − (4.15) a určujú
rovnaké posuny pôvodne nameraného maxima.
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4.2.3 Aproximácia založená na strednej hodnote
Posledná metóda založená na strednej hodnote sa opiera o maximum postupnosti vypočı́taných
hodnôt podl’a zaostrovacı́ch kritériı́, kde z tejto postupnosti zoberieme dvojbodovú strednú hod-
notu. Táto metóda bude použı́tá pri programovej realizácii.
4.3 Spracovanie hĺbkovej mapy 2D obrázku
Záverom samotnej 3D rekonštrukcie bude spojenie čiastkových výsledkov. Použijeme za-
ostrovacie kritéria, kde sme každému pixelu priradili určitú výšku, podl’a prı́slušného optického
rezu. Ostré schody, ktoré touto metódou vznikajú sme zjemnili pomocou aproximácie založenej
na strednej hodnote. V poslednej fáze vytvorı́me akúsi siet’, ktorá bude modelovat’ objekt. Siet’
vytvorı́me pomocou tzv. triangulácie využı́vajúcej ”výšku”pixelu a jeho pozı́ciu.
Obrázok 15: Siet’ vytvorená trianguláciou [7]
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5 Softvérové riešenie
Pre softvérové riešenie bol použitý jazyk Python. Konkrétne knižnice OpenCV, NumPy,
Pandas. Pri samotnom grafickom spracovanı́ 3D obrázkov bola využitá knižnica Numpy-stl,
ktorej výstupom je stl model, ktorý je možný vytlačit’ naprı́klad na 3D tlačiarni. Pomocou
knižnice Matplotlib boli výsledky 3D obrázkov aj so zložkou RGB (z pôvodného 2D obrázku)
vizualizované. Kapitola sa opiera o zdroje uvedé v [13].
Na spracovanie boli určené dáta pasty cementu a geologické povrchy pieskovca. Na začiatku
boli na snı́mkoch detekované prı́slušné optické rezy. To znamená, že podl’a zaostrovacı́ch kritériı́
bolo potrebné pre každý pixel na každom snı́mku vypočı́tat’ dané kritérium a následne nájst’
pixely, ktorým kritéria (3.2 - 3.5) prirad’ovali najvyššie hodnoty.
Na prvých dátach boli optické rezy viditel’né aj vol’ným okom. Na d’alšı́ch dvoch typoch dát
už optické rezy viditel’né neboli. Pomocou 2D ostrých snı́mkov a 3D modelov sa však môžme
presvedčit’, že detekcia prebehla správne a 3D modely približne odpovedajú realite.
Obrázok 16: Dáta č. 1 - Pasta cementu
Obrázok 17: Dáta č. 2 - Pieskovec s prı́mesami
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Obrázok 18: Dáta č. 3 - Pieskovec
5.1 Výsledky štatistických charakteristı́k
Prvým zaostrovacı́m kritériom je kritérium variačné. Prechádzanı́m jednotlivých snı́mkov
boli pomocou vzt’ahu 3.2 vypočı́tané hodnoty pixelov a následne zapı́sané do dátového typu
numpy.array. Naprı́klad pole, ktoré obsahovalo všetkých 53 snı́mkov, kde rozmer obrázku bol
1024× 768. malo rozmery 53× 1024× 768.
Následne boli vybrané pixely s najvyššı́mi hodnotami a vznikol ostrý 2D obraz.
Obrázok 19: Ostrý obraz variačného kritéria dáta č. 1
Podl’a prı́slušnosti ostrého pixelu do jednotlivých optických rezov (snı́mkov) bola skonštruovaná
výšková mapa. Následne bola táto výška pridelená každému pixelu v ostrom obraze. Algorit-
mus pre výber najostrejšieho pixelu funguje na základe maximálnej hodnoty, avšak pomocou
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spresňujúcich metód ako bolo uvedené v kapitole 4.2 je možné dosiahnut’ presnejšie výsledky,
čo dokazuje aj nasledujúci graf.
Obrázok 20: Variačné kritérium: porovnanie spresňujúcej metódy založenej na strednej hodnote
Pomocou vypočı́tanej strednej hodnoty dvoch najostrejšı́ch vrstiev (snı́mkov, kde boli dete-
kované prı́slušné optické rezy) si môžme všimnút’ akési vyhladenie ostrých prechodov medzi
jednotlivými pixelmi. Na obrázku je vybraný riadok výškovej matice, kde pixelu 1 priradı́me
výšku teda funkčnú hodnotu na y-novej súradnici. Jemnejšie prechody zaručia, že po vykreslenı́
3D modelu budú výsledky realistickejšie.
Pomocou výškovej mapy bol vykreslený 3D model, kde bolo potrebné každému prvku siete
v priestore priradit’ jeho RGB zložku. Ked’že je 3D model skonštruovaný pomocou triangulačnej
metódy, počet pixelov 2D obrázku z ktorých bola vytvorená 3D mapa sa zmenšil. Medzi pixelmi
2D obrázku a siet’ou neexistuje jednoznačná relácia, preto bolo potrebné rozhodnút’, akú farbu
jednotlivým zložkám priradı́me. Metóda, ktorá je použitá je založená na aritmetickom priemere,
kde jednotlivým ”trojuholnı́kom”bola priradená priemerná hodnota pixelov z ostrého 2D obrazu
z ktorých boli skonštruované.
Obrázok 21: Ukážka vytvorenej siete pred priradenı́m RGB zložiek
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Kritérium založené na rozptyle nám dáva podobné výsledky, preto výstup z tohto kritéria je
priložený v prı́lohe a na CD . Na Obrázku 22 je graf, ktorý ukazuje zjemnenie prechodov medzi
jednotlivými pixelmi vo vybranom riadku.
Obrázok 22: Rozptylové kritérium: porovnanie spresňujúcej metódy založenej na strednej hodnote
Na porovnanie variačného a rozptylového kritéria nám poslúži nasledujúci histogram. His-
togram je vytvorený z výškovej mapy, teda matice, ktorá každému pixelu priradila hodnotu
podl’a prı́slušnosti do daného optického rezu (snı́mku).
Je tiež dôležité poznamenat’, že v histograme sú odfiltrované nulové zložky. Tie predstavo-
vali nultý obrázok (nultý optický rez), ale aj okraje, ktorým bola priradená nulová hodnota pri
konštruovanı́ ostrého obrazu na základe predom definovaného okolia. Kvôli interpretácii bola
táto zložka odstránená, v konečnom dôsledku pri porovnanı́ nemá na histogram žiaden vplyv.
Obrázok 23: Histogram: Variačné a rozptylové kritérium
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Nakoniec spomı́naný 3D model. Hned’ na prvý pohl’ad si môžme všimnút’ obrovský šum.
Vidı́me, že variačné a rozptylové kritériá boli postačujúce pre vytvorenie 2D ostrého obrazu,
avšak pre vytvorenie 3D modelu potrebujeme kritériá presnejšie. Na obrázku je uvedený 3D
model rozptylového kritéria upravený pomocou strednej hodnoty.
Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou rozptylového kritéria
5.2 Výsledky založené na Fourierovej transformácii
Kritérium založené na algoritme FFT nám dáva presnejšie výsledky. Dokazuje to už sa-
motný 3D model. Najskôr však uvediem čiastkové výsledky.
Pre toto kritérium bola využitá Fourierova transformácia, vzt’ah 3.4, a váhová matica, ktorá
vyššı́m indexom m,n priradila vyššie priestorové frekvencie, ktoré indukujú vyššı́ kontrast
drobných detailov na skúmanom okolı́ a tým aj lepšie zaostrenie.
Pre každý pixel bolo vytvorené okolie z ktorého následne bolo vypočı́tané amplitúdové
spektrum. Amplitúda bola násobená váhovou maticou, ktorá vzdialeným pixelom priradila vyššie
hodnoty. Situáciu ilustruje Obrázok 25. Týmto spôsobom bol prejdený každý pixel obrázku, čo
má za dôsledok vysokú výpočetnú náročnost’.
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Obrázok 25: Porovnanie dvoch okolı́ a ich spektra
Prı́klad váhovej matice pre okolie s rozmermi 6× 6.
4 3 2 2 3 4
3 2 1 1 2 3
2 1 0 0 1 2
2 1 0 0 1 2
3 2 1 1 2 3
4 3 2 2 3 4

Po priradenı́ hodnoty frekvenčného kritéria každému pixelu nasledovalo opät’ hl’adanie na-
jostrejšieho pixelu, konštrukcia ostrého obrazu a následné vytvorenie 3D modelu.
Obrázok 26: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovho kritéria
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Porovnanie vytvoreného 3D modelu na základe maximálnej a strednej hodnoty opät’ ukazuje
riadok výškovej matice.
Obrázok 27: Frekvenčné kritérium: porovnanie spresňujúcej metódy založenej na strednej hodnote
Ďalsı́m frekvenčným kritériom je kritérium dané vzt’ahom 3.5. Kritériu pribudol do vzt’ahu
sı́nus a dosahuje najpresnejšie výsledky.
Váhová matica má v tomto prı́pade odlišný tvar. Prı́klad je uvedený opät’ pre okolie 6× 6.
8 5 4 4 5 8
5 2 1 1 2 5
4 1 0 0 1 4
4 1 0 0 1 4
5 2 1 1 2 5
8 5 4 4 5 8

3D model vyzerá vel’mi podobne:
Obrázok 28: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovo-sinusového kritéria
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Graf porovnávajúci spresňujúcu metódu založenú na strednej hodnote už neuvádzam. Roz-
diel s frekvenčným kritériom je takmer nebadatel’ný.
Na porovnanie Fourierovho kritéria s Fourierovo-sinusovým nám poslúži opät’ histogram.
Na histograme si môžme všimnút’, že v kritériach vo výškovej matici sú len nepatrné rozdiely.
Sı́nus vo vzt’ahu 3.4 docieli, že váhová matica, ktorá je závislá na vzialenosti od stredu nebude
vždy pridelovat’ najvyššiu váhu pixelom, ktoré sa v amplitúdovom spektre nachádzajú v rohoch.
Je tiež dôležité poznamenat’, že v histograme sú opät’ odfiltrované nulové zložky.
Obrázok 29: Histogram: Frekvenčné a Frekvenčno-sinové kritérium
Ďalšie dáta boli skúmané len pomocou kritériı́ založených na Fourierovej transformácii. 2D
ostré obrazy a následné 3D grafy vyzerajú nasledovne.
Obrázok 30: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovo-sinusového kritéria, dáta 2
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Obrázok 31: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovo-sinusového kritéria, dáta 3




Práca sa zaoberala 3D rekonštrukciou objektov pomocou metód analýzy obrazu. Ciel’om
bolo popı́sat’ numerické metódy detekcie zaostrených častı́ obrazu a následne skonštruovat’ 2D
ostrý obraz. Ďalej bolo potrebné popı́sat’ schodovitú 3D aproximáciu a možnosti jej spresne-
nia. K vytvoreniu 2D ostrého obrazu sú použité štatistické charakteristiky a Fourierova trans-
formácia. Súčast’ou práce je softvérové riešenie.
Úvodná kapitola ponúka akýsi matematický základ pre celú prácu. Sú v nej stručne popı́sané
definı́cie a tiež prı́klad k Diracovej distribúcii, ktorý slúži ako ilustácia k ohybovým javom, ktoré
sú bližšie popı́sané v kapitole 3. Druhá kapitola nesie stručný prehl’ad o grafickom priestore,
rovine a tiež farnebných zložkách RGB.
Tretia kapitola sa zaoberá konvenčným mikroskopom a jeho matematickým princı́pom. Táto
kapitola je detailnejšie popı́saná aj kvôli nasledujúcim pojmom v kapitole ako sú pásmo ostrosti
a multifokálny obraz. Tieto pojmy už hovoria o samotnej 2D rekonštrukcii ostrého obrazu a
pomocou predchádzajúceho ich vieme korektne definovat’. Záver kapitoly je venovaný popisu
zaostrovacı́ch kritériı́. Zaostrovacie kritéria slúžia k vytvoreniu 2D ostrého obrazu. Pomocou
týchto kritériı́ vieme detekovat’ ostré pixely a vytvorit’ už spomı́naný 2D ostrý obraz. Podl’a
zadania sú uvedené kritéria založené na štatistických charakteristikách a tiež Fouruerovej trans-
formácii.
Štvrtá kapitola sa venuje hlavnému ciel’u diplomovej práce a to 3D rekonštrukcii. Je popı́saná
metóda konštantnej výšky, to znamená schodovitá 3D aproximácia a metódy jej spresnenia.
Medzi uvedené metódy spresnenia patrı́ Gaussova aproximácia, preloženie parabolou a na-
koniec aproximácia založená na strednej hodnote. Ciel’om spresňujúcich metód je vyhladit’
”schody” vznikajúce pri priradenı́ výšky pixelom patriacich do jednotlivým pásiem ostrosti.
Záver kapitoly sa venuje spracovaniu hĺbkovej mapy, čo znamená priradenie výšky jednotlivým
pixelom pre 3D rekonštrukciu. V programovej realizácii je vhodné pri 3D rekonštrukcii vytvorit’
akúsi mriežku, ktorá bude simulovat’ povrch skúmaného materiálu. Na tento povrch je potom
možné priradit’ jednotlivým častiam mriežky ich RGB zložky. V práci je použitá mriežka vy-
tvorená tzv. trianguláciou.
V závere práce je popı́sané softvérové riešenie s priloženými výsledkami. Softvérové riešenie
bolo tvorené v prostredı́ Python. Základom pre softvérové riešenie bolo vytvorit’ funkcie, ktoré
detekovali prı́slušné optické rezy. Na základe výsledkov výpočtov, kde bola každému pixelu v
každom čiastkovom snı́mku pridelená jeho hodnota, bol skonštruovaný 2D ostrý obraz. Matica
2D ostrého obrazu obsahovala pixely, ktoré dosahovali najvyššie hodnoty vypočı́tané zaostro-
vacı́m kritériom. Táto matica d’alej niesla informáciu o tom, do ktorého snı́mku ostré pixely
patrili. Informácia nám teda slúžila k vytvoreniu prvotného 3D modelu (vo formáte stl), kde
bola každému pixelu priradená jeho výška. Stl model však nenesie informáciu o RGB zložkách
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ostrého obrazu. Na základe tejto skutočnosti bolo potrebné vytvorit’ rovnakým spôsobom d’alšı́
model. Tomuto modelu sme na základe aritmetického priemeru hodnôt troch pixelov, z ktorých
bola zložka mriežky vytoverná, priradili jej RGB hodnoty. Týmto spôsobom nám vznikol fa-
rebný model, ktorý slúžil pre vizualizáciu. Nakoniec bola vytvorená spresňujúca metóda založená
na strednej hodnote, ktorá zjemnila ostré prechody. 3D modely boli vytvorené v prostredı́ Py-
thon pomocou knižnı́c Matplotlib, Numpy-stl.
V prı́lohe sú uvedené výsledky konštrukcie 3D modelov. V plnej kvalite spolu s čiastkovými
výsledkami sú priložené na CD. Na CD sú tiež priložené všetky skripty spolu so súborom
readme.txt v ktorom je uvedený postup spustenia celého algoritmu na vlastných alebo iných
dátach. Tento súbor obsahuje aj predpoklady pre správne fungovanie algoritmu.
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6 Prı́lohy
Pri všetkých 3D modeloch je použitý azimut 30 stupňov.
6.1 Dáta č. 1 - Pasta cementu
3D modely konštruované na okolı́ 3× 3.
Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou variačného kritéria
Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou variačného kritéria spresnená strednou hodnotou
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Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou rozptylového kritéria
Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou rozptylového kritéria spresnená strednou hodnotou
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3D modely konštruované na okolı́ 16× 16.
Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovko kritéria
Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovho kritéria spresnená strednou hodnotou
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Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovo-sinusového kritéria
Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovo-sinusového kritéria spresnená strednou hodnotou
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Obrázok 24: 2D ostrý obraz - rozptylové kritérium
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6.2 Dáta č. 2 - Pieskovec s prı́mesami
3D modely konštruované na okolı́ 16× 16.
Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovko kritéria
Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovho kritéria spresnená strednou hodnotou
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Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovo-sinusového kritéria
Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovo-sinusového kritéria spresnená strednou hodnotou
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Obrázok 24: 2D ostrý obraz - Fourierovo-sinusového kritérium
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6.3 Dáta č. 3 - Pieskovec
3D modely konštruované na okolı́ 16× 16.
Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovho kritéria
Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovho kritéria spresnená strednou hodnotou
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Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovo-sinusového kritéria
Obrázok 24: 3D rekonštrukcia pomocou Fourierovo-sinusového kritéria spresnená strednou hodnotou
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Obrázok 24: 2D ostrý obraz - Fourierovo-sinusové kritérium
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